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Abstrak— Misalkan diberikan graf G dengan V(G) sebagai himpunan titik
dan E(G) sebagai himpunan sisi pada graf G. Pelabelan koprima adalah pemetaan titik
graf ke bilangan bulat positif sedemikian sehingga label titik yang bertetangga relatif
prima. Misalkan label terbesar dari pemetaan tersebut adalah k. Pelabelan tersebut
dikatakan pelabelan koprima jika k > |V(G)|. Jika k = |V(G)| maka pelabelan
koprima disebut pelabelan prima. Nilai minimum label terbesarnya atau disebut
minimum coprime number pada graf G dinotasikan dengan pr(G). Penelitian ini
mencari pelabelan prima dan koprima pada graf hasil operasi korona antara graf lintasan
dan graf lengkap. Pada penelitian ini didapatkan hasil bahwa graf hasil korona antara
graf lintasan berorder m dan graf lengkap berorder n merupakan graf koprima,
pr(P,OK, ) = Pmm-1)+1 dengan p,,-1)4+1 merupakan m(n — 1) + 1 bilangan
prima pertama dan graf hasil operasi korona antara graf lintasan berorder m dan graf
lintasan berorder n merupakan graf prima untuk n ganjil dan graf koprima untuk n

genap.

Kata kunci: Pelabelan, Prima, Koprima, Relatif Prima

1. PENDAHULUAN

Teori graf merupakan cabang matematika yang dimanfaatkan untuk memecahkan berbagai masalah.
Dalam penerapannya, teori graf merepresentasikan objek sebagai titik dan hubungan antar objek sebagai
sisi. Secara matematis graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan titik V(&) yang tak boleh kosong
dan himpunan sisi E(G) yang boleh kosong [1]. Leonhard Euler merupakan orang pertama yang
menggunakan teori graf untuk membuktikan bahwa tidak mungkin melewati Jembatan Konisberg hanya
satu kali jika ingin kembali ke titik awal keberangkatan. Pelabelan graf adalah salah satu topik teori graf
yang pertama diperkenalkan pada pertengahan 1960-an [2]. Pelabelan graf merupakan pemetaan anggota-
anggota graf ke bilangan bulat non negatif dengan kaidah tertentu [3]. Berdasarkan domainnya pelabelan
graf terbagi menjadi pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total [4]. Pelabelan koprima merupakan
salah satu topik pelabelan titik pada teori graf.

Pelabelan koprima adalah pemetaan titik pada suatu graf ke bilangan bulat positif dengan syarat label
titik yang bertetangga (adjacent) harus relatif prima. Jika dua bilangan bilangan bulat positif a dan b
memiliki greatest common divisor sama dengan satu atau dapat ditulis gcd(a, b) = 1, maka a dan b disebut
relatif prima [5]. Secara matematis misalkan diberikan graf G dengan himpunan titik V(G) dan fungsi
pelabelan titik pada graf G didefinisikan f:V(G) = {1,2,3,...,k} sedemikian sehingga label titik
adjacent relatif prima. Jika k sama dengan kardinalitas V (G), maka fungsi f dikatakan pelabelan prima.
Jika k lebih besar dari kardinalitas V(G), maka fungsi f dikatakan pelabelan koprima. Jelas bahwa setiap
graf G memiliki lebih dari satu pelabelan koprima, sehingga dalam topik ini terfokus kepada mencari nilai
minimum dari label terbesar atau disebut minimum coprime number yang dinotasikan dengan pr(G) [6].

Parul B Pandya dan N P Shrimali pada tahun 2018 menunjukkan bahwa graf helm, graf bistar dan graf
matahari merupakan graf prima [7]. Referensi [8] menunjukan bahwa graf bintang dan graf persahabatan
merupakan graf prima. Prabhakaran juga telah mendapatkan graf Franklin merupakan graf prima [9].John
Asplund dan N. Bradley Fox pada tahun 2019 meneliti tentang pelabelan prima pada graf prisma dan graf
Petersen [10]. Catherine Lee pada tahun 2020 meneliti tentang pelabelan pada graf K, ® K,, dan operasi
join antara dua graf lintasan dan graf join dua siklus [11]. Hafif Komarullah pada tahun 2022 telah
menunjukan bahwa amalgamasi titik pada graf roda merupakan pelabelan koprima [12]. Berdasarkan
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penelitian sebelumnya, peneliti akan melakukan penelitian serupa pada graf hasil operasi korona. Operasi
korona dari graf G dan graf H dinotasikan sebagai G @ H. Graf G ® H didapat dari sebuah duplikat dari
graf H sebanyak |V(G)| dan duplikat dari graf H yaitu H; dengan i = 1,2,3,....,|V(G)| kemudian
menghubungkan setiap titik ke-i dari G ke setiap titik di H; [13]. Untuk menunjang pembuktian teorema
pada penelitian ini, maka akan disajikan Lema 1 terkait relatif prima.

Lema 1. [12] Misalkan a adalah bilangan bulat positif dalam 1 mod 2. Jika bilangan bulat positif r tidak
memiliki faktor ganjil selain satu, maka gcd(a,a + 1) = 1.

II. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Studi literatur yang disajikan berupa buku, skripsi, tesis maupun jurnal terkait pelabelan prima dan
koprima.

2. Deskriptif aksiomatik yaitu dengan menyajikan definisi, lema atau teorema sebelumnya terkait
pelabelan prima dan koprima.

3. Pendeteksian pola yaitu dengan melihat pola yang diperoleh dari percobaan pelabelan koprima dan
akan digunakan sebagai batas atas dari pelabelan tersebut.

III. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dipaparkan hasil pelabelan prima dan koprima dari beberapa graf hasil operasi korona
sebagai berikut.

A. Graf Hasil Operasi Korona Graf Lintasan dan Graf Lengkap (B, ®K},)

Graf (B,®K,) memiliki m(n + 1) titik. Himpunan titik dan sisi pada graf (P, ®PF,) dinotasikan
sebagai berikut.
V(P.OR) = {wli € [1,m]} U {v;li € [1,m],j € [1,n]}
E(P,OR,) = {wjusqli € [1,m — 1} U {wv;|i € [1,m],j € [Ln]} U {v;vy|k € [1,m],j # k}.

GAMBAR 1. Penotasian Titik dan Sisi Graf P,,OK,,

Teorema 2. Untuk setiap bilangan bulat m > 2 dan n = 4, pr(B,,0K,) = Pmmn-1)+1 dengan p,-1)+1
adalah m(n — 1) + 1 bilangan prima pertama untuk setiap m dan n bilangan asli.

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa pr(P,©OK,) = Ppn-1)+1 dengan ppc,_q1y4, adalah m(n —1) +1
bilangan prima pertama. Titik u; harus dilabeli dengan label prima karena terhubung ke setiap titik v;;,
Titik v;; dilabeli dengan 1 label ganjil dan 1 label genap serta m(n — 2) label prima. Karena 2 merupakan
bilangan prima, sehingga dibutuhkan m +m(n —2) + 1 =m(n —1) + 1 bilangan prima. Sehingga
terbukti bahwa pr(B,,©OK,) = ppmmn-1)+1- Selanjutnya akan dibuktikan pr(P,OK,) < ppn-1)+1 Yaitu
dengan membangun pelabelan koprima pada graf P, ©K,. Didefinisikan fungsi f:V(B,OK,) —
{1,2,..., D;mn-1)+1} sebagai berikut.

1 ji=1

fw) = {(n_ 1)i—(n-=3);i=23..m
6i —4 =1
flog)=16i=3 =2

P((n-Dit1-(—p)i] = 34 .
Jelas bahwa setiap titik yang bertetangga mempunyai label yang saling relatif prima, sehingga
pr(PmG)Kn) < pm(n—1)+1' Jadi, pr(PmG)Kn) = pm(n—1)+1'
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Untuk memperjelas Teorema 1, Gambar 2 merupakan contoh pelabelan koprima pada graf P,©OK,. Nilai
pr(P,OK,) = p1e = 53

GAMBAR 2. Pelabelan Koprima Graf P;OK,

B. Graf Hasil Operasi Korona Antara Dua Graf Lintasan (P,, ®OF,)

Graf (P,,©P,) memiliki m(n + 1) titik. Himpunan titik dan sisi pada graf (B,,®B,) dinotasikan sebagai
berikut.
V(B,OPF) = {wli € [Lm]} U {v;|i € [1,m],j € [1,n]}
E(PyOP) = {uusyqli € [1,m — 13U {wvy|i € [1,m],j € [1,n]} U {0, 54410 € [1,m],j €
[1,n—1]}
Gambar 3 merupakan ilustrasi penotasian titik dan sisi pada graf (B,,©OB,).
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GAMBAR 3. Penotasian Titik dan Sisi Graf P,,®OP,
Lema 3. Batas bawah Graf P,, © B, untuk n ganjil merupakan graf prima.
Bukti. Graf P,,®PB, memiliki m(n + 1) titik. Setiap titik u; harus dilabeli dengan label ganjil untuk

memperkecil kemungkinan relatif prima dengan setiap titik v;;. Titik v;; membutuhkan nT_l label ganjil dan
nTH label genap. Sehingga total label ganjil dan genap yang dibutuhkan adalah m +m (HT_l + nzﬁ)
m(n + 1) label. Sehingga terbukti bahwa m(n + 1) label cukup untuk melabeli graf P,,©P, dengan n
ganjil.

Selanjutnya dalam penelitian ini fungsi pelabelan prima pada graf P, ©P, dengan n ganjil secara umum
belum ditemukan. Dalam hal ini peneliti memberikan beberapa proposisi batas atas.

Proposisi 4. Graf B,, ©P; merupakan graf prima.
Bukti. Berdasarkan Lema 2 batas bawah graf P, ©F, merupakan graf prima, maka untuk membuktikan
graf P, ©OP; cukup dengan membangun fungsi pelabelan prima pada graf P, ©P;. Definisikan fungsi
f:V(P,OP;) = {1,2, ..., 4m} sebagai berikut.
flu) = 4i—3

Kasus i = 1 mod 3

flvy)=4i+j-3j=12.3.
Syarat pelabelan prima setiap titik yang bertetangga harus relatif prima. Hal tersebut ditunjukkan sebagai
berikut.
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1. Titik u; dan u;,, relatif prima. Berdasarkan Lema 1 gcd(4i — 3,4i + 1) = 1 karena | |(4i — 3) —
(4i + 1) = 4 dan 4 tidak memiliki faktor ganjil selain 1.

2. Titik u; dan titik v;, relatif prima karena konsekutif atau dapat ditulis gcd (4i — 3,4i —2) = 1.

3. Titik u; dan v, relatif prima. Berdasarkan Lema 1 gcd(4i — 3,4i — 1) =1 karena | |(4i — 3) —
(4i + 1) = 4 dan 4 tidak memiliki faktor ganjil selain 1.

4. Titik u; dan titik v;5 relatif prima. Akan ditunjukkan gcd(4i — 3,4i) = k. Misalkan 4i — j = kx dan
4i = ky, maka didapatkan k(y — x) = 3. Faktor dari 3 adalah 1 dan 3. Karena 4i — 3 = 1 mod 3,
maka k # 3. Sehingga terbukti k = 1.

Kasus i = 0 mod 3

_(4i+j—3;j=1dan2.
f(”if)‘{4i—4 ;j=3

Kasus i = 2 mod 3

_(4i+j—3;j=1dan2.
f(”if)‘{4i+4 j=3

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa setiap titik yang bertetangga relatif prima. Sehingga

terbukti bahwa graf P,, ©OP;.

Proposisi 5. Graf B,, ©P; merupakan graf prima.
Bukti. Berdasarkan Lema 2 batas bawah graf P, ©F, merupakan graf prima, maka untuk membuktikan
graf P, ©OP; cukup dengan membangun fungsi pelabelan prima pada graf B, ®Ps. Definisikan fungsi
f:V(P,©OPs) = {1,2,...,6m} sebagai berikut.
f(uw) =6i—5
Kasus i = 0 mod 5
_(6i+j—5;j=1,234
f(”if)‘{ei—6 ;j=5

Kasusi =1mod 5,i = 2mod 5dani = 3 mod 5

flv;)=6i+j-5
Kasus i = 4 mod 5

flv;)=6i+j-5
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa setiap titik yang bertetangga relatif prima. Sehingga
terbukti bahwa graf P, ©Ps.
Sebagai contoh Gambar 3 merupakan pelabelan prima pada graf P,®OP;.

O—C—® @—O—®

1 5
GAMBAR 4. Pelabelan Prima Graf P,©OP;

Lema 6. Untuk setiap bilangan bulat m > 2 dan n genap, pr(P,®B,) = mn + 2m — 1.

Bukti. Graf P, ©OP, memiliki m(n + 1) titik. Untuk mendapatkan nilai minimum coprime number
pelabelan harus dimulai dari titik yang memiliki derajat terbesar. Dalam hal ini titik u; memiliki derajat
terbesar. Titik u; harus dilabeli dengan label ganjil untuk meminimalisir kemungkinan tidak relatif prima
dengan setiap titik v;;. Titik v;; membutuhkan g label ganjil dang label genap. Sehingga total label ganjil

yang dibutuhkan graf B, ®P, adalah

mn

mn+2m

label ganjil. Jelas bahwa tidak cukup label ganjil pada

2

m(n + 1). Karena terdapat ;rzm label ganjil pada himpunan 1,2,..mn + 2m — 1, sehingga terbukti

pr(P,OB,) =2 mn+2m—1.

Proposisi 7. Untuk setiap bilangan bulat m > 2, pr(B,®OP,) = 4m — 1.
Bukti. Berdasarkan Lema 6 terbukti bahwa pr(B,®P,) = 4m — 1. Selanjutnya akan ditunjukkan
pr(P,OP,) < 4m — 1 yaitu dengan membangun fungsi pelabelan koprima pada graf B,, ©P,. Definisikan
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fungsi f: V(P,,©OP,) = {1,2, ...,4m — 1} sebagai berikut.

f(vi;)=4i+ (G —3)j=1dan2
fu)=4i-3;i=12,..,m
Jelas bahwa setiap titik yang bertetangga relatif prima, sehingga terbukti bahwa pr(B,,©OP,) < 4m — 1.
Karena pr(B,,®OP,) = 4m — 1 dan pr(P,,©OP,) < 4m — 1, terbukti pr(B,,OP,) = 4m — 1.

Proposisi 8. Untuk setiap bilangan bulat m > 2, pr(P,®OP,) = 6m — 1.
Bukti. Berdasarkan Lema 6 terbukti bahwa pr(B,®P,) =4m — 1. Selanjutnya akan ditunjukkan
pr(B,OPF,) < 6m — 1 yaitu dengan membangun fungsi pelabelan koprima pada graf P,, ©Ps. Definisikan
fungsi f: V(B,,OF,) - {1, 2, ...,6m — 1} sebagai berikut.

flv;)=6i+(G—5)j=1234

fw)=6i—5i=12,..,m

Jelas bahwa setiap titik yang bertetangga relatif prima, sehingga terbukti bahwa pr(P,®P,) < 6m — 1.
Karena pr(B,,®P,) = 6m — 1 dan pr(P,,©OP,) < 6m — 1, terbukti pr(B,®OP,) = 6m — 1.
Sebagai contoh Gambar 5 merupakan pelabelan koprima pada graf P; ®P, dengan minimum crime number

sama dengan 17.
O—--D> @190
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GAMBAR 5. Pelabelan Koprima Graf P;OP,

IV. SIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan pembahasan diatas didapatkan hasil sebagai berikut.

1. Graf B,©OK, merupakan graf koprima, pr(P,©OK,) = Ppmm-1)+1 dengan p,-1)41 merupakan
m(n — 1) + 1 bilangan prima pertama.

2. Graf B, ®P, merupakan graf prima untuk n ganjil dan graf koprima untuk n genap.

Dalam penelitian ini terdapat beberapa masalah terbuka sebagai berikut.

1. Bagaimana batas atas dari pelabelan prima pada graf P, ©P, untuk n ganjil dann > 7?

2. Bagaimana batas atas dari pelabelan koprima pada graf P, ©F, untuk n genap dan n > 6?

Saran bagi peneliti lain hendaknya melanjutkan masalah terbuka yang tersedia pada penelitian ini atau
melakukan pelabelan prima dan koprima pada operasi korona graf berbeda maupun operasi graf yang
lainnya.
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