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Abstrak— Penelitian ini bertujuan untuk membahas pelabelan komposit pada beberapa keluarga graf
unicyclic (graf terhubung yang hanyamemiliki satu siklus). Misalkan G = (V, E) graf terhubung sederhana
dengan order n dan size m. Pelabelan komposit pada graf G merupakan fungsi bijektif f: V(G) U E(G)
—{1,2,...,m+n}sedemikian sehingga gcd(f (uv), f (vw)) # 1denganu, v,w € V(). Graf yang
memenuhi kaidah pelabelan komposit disebut graf komposit. Metode yang digunakan dalam penelitian
ini adalah studi literatur, metode deskriptif aksiomatik, dan metode pendeteksian pola. Dalam penelitian ini,
didapatkan bahwa graf bull, graf net, graf cricket, graf peach, graf matahari, dan graf hasil operasi comb graf
siklus dan graf bintang merupakan graf komposit. Penelitan ini diharapkan menambah literatur baru dalam
teori graf khususnya pada topik pelabelan graf.

Kata kunci: Pelabelangraf, pelabelan komposit, graf unicyclic

PENDAHULUAN

Teori graf adalah bagian dari matematika yang dalam aplikasinya mengilustrasikan objek permasalahan dengan titik dan
kaitan antar objek permasalahan dengan sisi. Graf G dideskripsikan sebagai pasangan himpunan (V, E) dengan V merupakan
himpunan titik-titik yang tak kosong dan E adalah himpunan sisi yang boleh kosong dari pasangan tak terurut titik-titik dalam
V(G).Jumlahftitik padagraf G disebut order G dan jumlah sisi pada graf G disebutsize G . Graf yang memiliki order berhingga
disebut dengan graf berhingga (Chartrand & Zhang, 2019). Graf pertama kali dikenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736
dalam penyelesaian masalah Jembatan Konisberg. Hingga saat ini, topik dalam teori graf terus eksis, salah satunya adalah
pelabelan graf.

Pelabelan graf merupakan suatu fungsi yang memetakan anggota-anggota graf ke bilang bulat dengan syarat-syarat tertentu.
Pelabelan graf memiliki peranan krusial dalam memecahkan permasalahan dalam beragam aspek di kehidupan sehari-hari seperti
kriptografi (Prihandoko dkk., 2019), kristalografi (Kumar & Vats, 2020), komputer sains (Vinutha & Arathi, 2017), dan jaringan
komunikasi (Prasanna dkk., 2014). Pelabelan graf diklasifikasikan menjadi tiga macam berdasarkan domainnya yaitu pelabelan
titik (domain berupa titik), pelabelan sisi (domain berupa sisi), dan pelabelan total (domain berupa titik dan sisi) (Marr & Wallis,
2013). Pelabelan pada graf pertama kali diperkenalkan oleh Sedlack (1964). Hingga saat ini, lebih dari 200 jenis pelabelan graf
telah dipelajari dan dipublikasikan di lebih dari 3000 paper (Gallian, 2022). Salah satu contoh pelabelan graf adalah pelabelan
prima yang dikenalkan oleh Entringer pada tahun 1980 dan dipopulerkan oleh Tout dkk. (1982). Pelabelan prima pada graf G
adalah sebuah fungsi bijektif f: V(G) — {1, 2, ..., |V (G)|} sedemikian sehingga setiap dua titik yang bertetangga (terhubung
langsung) memiliki label yang relatif prima. Dua bilangan bulat a dan b dikatakan relatif prima apabila GCD (Great Common
Divisor) kedua bilangan adalah 1 (Rosen, 2011). Banyak peneliti lain yang terinspirasi dari pelabelan prima dan
mengembangkannya menjadi konsep pelabelan graf yang baru diantaranya pelabelan koprima (Berliner dkk., 2016), pelabelan
komposit (Maria & Vargese, 2017), pelabelan prima ganjil (Prajapati & Shah, 2018), pelabelan sisi relatif prima (Janani &
Ramachandran, 2022), pelabelan sisi koprima (Janani & Ramachandran, 2023), pelabelan total koprima (Komarullah, 2024a),
dan lain-lain.

Misalkan G = (V, E) graf terhubung sederhana dengan order n dan size m. Pelabelan komposit pada graf G merupakan
fungsi bijektif f:V(G) U E(G) - {1,2,...,m + n} sedemikian sehingga gcd(f (uv), f(vw)) # 1 dengan u, v,w €
V(G) (Maria & Vargese, 2017). Graf yang dapat dilabeli dengan pelabelan komposit disebut graf komposit. Maria & Vargese
(2017) menunjukkan bahwa graf lintasan, graf siklus, dan graf tangga adalah graf komposit. Manikandan & Sasikala (2022)
meneliti tentang pelabelan komposit pada graf hasil operasi unary dari graf comp dan graf splitting. Sethujkkarasi & Vidyanandini
(2022) menunjukkan bahwa graf bintang, graf mahkota, graf bistar merupakan graf komposit. Hasil lain tentang pelabelan
komposit dapat dilihat pada (Karuppuswamy & Kureethara, 2018; Komarullah, 2024b).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, maka dalam paper ini dibahas tentang pelabelan komposit pada kelas graf yang berbeda
yang dalam hal ini adalah beberapa keluarga graf unicyclic (graf terhubung yang hanya memiliki satu siklus). Keluarga graf
unicyclic yang dibahas dalam paper ini adalah graf bull, graf net, graf cricket, graf peach, graf matahari, dan graf hasil operasi
comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,). Misalkan G dan H adalah graf terhubung danu € V (H). Operasi comb dari graf
G dan graf H dinotasikan dengan G = H adalah graf yang dibentuk dengan mengambil satu salinan G dan |G| salinan dari H
selanjutnya melekatkan titik « dari masing-masing graf H salinan ke-i pada titik ke-i dari graf G (Hora & Obata, 2007).
Identifikasi titik dari graf G, dan G, pada titik-titik u € V(G,) dan v € V(G,) yang dilambangkan dengan (G; ©, G2)
menghasilkan graf G yang diperoleh dengan melekatkan titik-titik « dan v. Dengan demikian, graf G memiliki (|V (G,)| +
[V (Gy)| — 1) titikdan (|E(G;)| + |E(Gy)|) sisi (Wijaya & Baskoro, 2015).

Graf siklus dengan order n dan size n dinotasikan dengan C,, untuk n > 3 merupakan graf terhubung sederhana yang
setiap titiknya berderajat dua (Wallis, 2001). Graf lintasan dengan order n dan size n — 1 adalah graf yang dibangun dari



menghapus salah satu sisi pada graf siklus C,, (Wallis, 2001). Graf bintang S; ,, adalah graf terhubung sederhana berorder n + 1
yang dibangun dengan menduplikasi graf lintasan P, sebanyak n kali dan selanjutnya menempelkan salah satu ujung dari setiap
graf lintasan P, menjadi satu. Graf bintang S; ,, memiliki n titik berderjat 1 dan satu titik berderajat . (Latifi, 2007).

METODE

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur, deskriptif aksiomatik, dan pendeteksian pola. Metode studi literatur
digunakan untuk menggali informasi tentang pelabelan kompositdan perkembangannya. Metode deskriptif aksiomatik
diimpelementasikan dengan cara menyajikan beberapa definisi, lemma, atau teorema sebelumnya untuk membantu membuktikan
teorema yang ditemukan dalam penelitian ini. Metode pendeteksian pola digunakan untuk mendapatkan fungsi umum dari
pelabelan komposit yang telah dilakukan pada setiap graf G dengan order tertentu.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas tentang pelabelan komposit pada graf bull, graf net, graf cricket, graf peach, graf matahari, dan
graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,).
1. Grafbull
Graf bull adalah graf yang dibangun dari dua graf lintasan B,, yang masing-masing ditempelkan pada dua titik graf siklus
C5. Graf bull dinotasikan dengan Bj ,,, dengan m adalah banyaknya titik pada lintasan. Titik dan sisi pada graf bull dinotasikan
sebagai berikut.
V(Bsm) = {vo} U {vi;i € [1,m]} U {u;i € [1,m]}
E(B3m) = (ivis;1 € [0,m — 11} U {wou,} U (w50 € [1,m — 113
llustrasi dari penotasian titik dan sisi pada graf bull dapat dilihat pada Gambar 1.
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Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf bull B; ,,,

Teorema 1. Graf bull B ,,, denganm > 2 merupakan graf komposit.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf bull B; ,,, dengan m > 2 merupakan graf komposit yaitu dengan membangun fungsi
pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit. Definisikan fungsi bijektif £: V(B ,) U E(B3 ) = {1,2, ..., 4m +
2} sebagai berikut.
fw)=2i+1i=0,1,..,m.
fw)=2m+i)+1i=12,..,m
fwwi) =2(G+1);i=1,2,..,m—1.
f(wouy) =2m + 2.
fuyuip) =2(m+i+1);i=1,2,..,m—1.
fluvy) = 4m+ 2.

Jelas bahwa label setiap sisi yang berisisian dengan titik yang sama tidak relatif prima. Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f
memenuhi kaidah pelabelan komposit, sehingga terbukti bahwa graf bull B; ,,, denganm > 2 merupakan graf komposit.m
Gambar 2 merupakan contoh pelabelan komposit pada graf bull B; ,.



Gambar 2. Pelabelan komposit pada graf bull B ,

2. Grafnet
Graf net dengan order 3m dan size 3m dinotasikan dengan (N5 ,,,) merupakan graf yang dibangun dari operasi comb antara

graf siklus C; dan graf lintasan B,, (C5 = B,,). Titik dan sisi pada pada graf net dinotasikan sebagai berikut.
V(N3,m) ={vgie[l,m}U{u;ie[l,m]}u{w;iell,m]}.

E(N3m) = {(uyv13 U {ugwi 3 U (3w1} U {03 0300, Ulhq, WWigr, € [1,m]}.

Penotasian titik dan sisi pada graf net N ,,, dapat dilihat pada Gambar 3.
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Gambar 3. Penotasian titik dan sisi pada graf net N ,,,
Teorema 2. Graf net N3 ,, denganm > 2 merupakan graf komposit.
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf net N, ,,, denganm = 2 merupakan graf komposit yaitu dengan
membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit pada graf tesebut. Definisikan fungsi bijektif
fiV(N3m) UE(Nsy,) = {1,2, ..., 6m} sebagai berikut.
fw)=2i-1i=12,..,m.
fw)=2m+i)—-1i=12,..,m
fw)=4m+2i—-1i=1,2,..,m.
fwvi)=2;i=12,...,m—1.

f(viuy) = 2m.
fuu,) =2m+1i);i=1,2,..,m—1.
fluwy) = 4m.
fWiwip) =4m+2i;i=1,2,...,m—1.
fwv,) = 6m.

Dapat diidentifikasi bahwa setiap sisi yang bersisian dengan titik yang sama memiliki label yang tidak relatif prima, sehingga
fungsi f memenuhi kaidah pelabelan komposit. Terbukti bahwa graf net N ,,, denganm = 2 merupakan graf komposit.m
Untuk memperjelas Teorema 2, disajikan sebuah contoh pelabelan komposit pada graf net yang dapat dilihat pada Gambar 4.



Gambar 4. Pelabelan komposit pada graf net N ,

3. Graf cricket

Graf cricket Cr;, ,,, memiliki order 2m + n dan size 2m + n merupakan graf yang dibangun dari hasil identifikasi titik graf
siklus C,, dan graf lintasan P,,,, ., dengan menempelkan titik tengah graf lintasan dengan salah satu titik pada graf siklus. Titik
dan sisi pada graf cricket Cr;, ,,, dinotasikan sebagai berikut.
V(Crym) = {uii € [Ln]} U {v;j € [Lm]} U {w;;j € [1,m]}
E(Chym) = {wgtn, wttyy151 € [1,n — 11} U {uy vy, uywi 3 U {vjvjs, wiwiyg;J € [1,m — 1]}
Gambar 5 merupakan contoh penotasian titik dan sisi pada graf cricket C;, ,,,.
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Gambar 5. Penotasian titik dan sisi pada graf cricket C;, ,,,

Teorema 3. Graf cricket Cr;, ,,, dengann > 3 danm = 1 merupakan graf komposit,
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf cricket Cr, ,,, dengan n = 3 dan m = 1 merupakan graf
komposit yaitu dengan membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit pada graf tesebut. Definisikan
fungsi bijektif £: V(Cry,.n) U E(Cliym) = {1, 2, ..., 4m + 2n} sebagai berikut.
fu)=2i-1i=1,2,..,n
flvj)=2+)-1j=12,..m
flw)=2n+m+))-1j=12,..,m
fuuip) =2ii=1,2,...,n—1.
f(uquy) = 2n.
fu,vy) =2n+ 2.
fvjvje) =2n+j+1);j=12,...m—1
fluywy) =2n+m+1).
f(Wjo+1) =2n+m+j+1);j=12,...m—-1

Jelas bahwa setiap sisi yang bersisian dengan titik yang sama memiliki label yang tidak relatif prima, sehingga fungsi
f memenuhi kaidah pelabelan komposit. Terbukti bahwa graf cricket C;, ,,, dengan n = 3 dan m > 1 merupakan graf
komposit.m
Gambar 6 merupakan contoh pelabelan komposit pada graf cricket Cr .



Gambar 6. Pelabelan komposit pada graf cricket Cr 5

4. Graf peach
Graf peach dinotasikan dengan C;;* merupakan graf yang isomorfis dengan C;, ©.,, », S, yaitu dengan menempelkan titik pusat

graf bintang (titik berderajat ) dengan salah satu titik pada graf siklus. Titik dan sisi pada graf peach dinotasikan sebagai berikut.
Ve ={usi=1,2,..,n}u{v;j=12,..,m}

E(CT) = {wyup, w130 = 1,2, .., n — 13U {uyv5j = 1,2, ..., m}.

Gambar 7 merupakan contoh penotasian titik dan sisi pada graf peach C;*.
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Gambar 7. Penotasian titik dan sisi pada graf peach C"*

Teorema 4. Graf peach C;* dengann > 3 danm > 2 merupakan graf komposit.
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf peach C;* dengann > 3 danm = 2 merupakan graf komposit
yaitu dengan membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit pada graf tesebut. Definisikan fungsi
bijektif f: V(C7H) U E(C) = {1, 2, ..., 2(n + m} sebagai berikut.
fu)=2i-1i=1,2,..,n
flvj)=2+)-1j=12,..m
fluuip) =2ii=1,2,...,n—1.
funuy) = 2n.
fluv) =2(n+/);j=12,...m

Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa setiap sisi yang berisisian dengan titik yang sama memiliki label yang tidak relatif
prima. Terbukti bahwa fungsi f memenuhi kaidah pelabelan komposit, sehingga graf peach C;* dengan n = 3 danm > 2
merupakan graf komposit.m
Gambar 8 merupakan contoh pelabelan komposit pada graf peach €2



Gambar 8. Pelabelan komposit pada graf peach €2

5. Graf matahari

Graf matahari S,, berorder 2n dan size 2n merupakan graf yang isomorfis dengan graf C,, = P, yaitu dengan menduplikasi
graf lintasan P, sebanyak n kali dan menghubungkan masing-masing duplikasi graf lintasan P, pada setiap titik pada graf siklus
C,, (Kristiana dkk., 2023). Titik dan sisi pada graf matahari S,, dinotasikan sebagai berikut.
V(s ={u;i=1,2,..,n}ufv;i=1,2,..,nkL
E(S,) = {wu, vy ;i =1,2,...,n—1}u{wv;i =1,2,...,n}
llustrasi graf matahari S,, dapat dilihat pada Gambar 9.

Gambar 9. Penotasian titik dan sisi pada graf matahari S,,

Teorema 5. Graf matahari S,, dengann = 3 merupakan graf komposit.
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf matahari S,, dengan n > 3 merupakan graf komposit yaitu
dengan membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit pada graf tesebut. Definisikan fungsi bijektif
fiV(S,) UE(S,) — {1,2, ...,4n} sebagai berikut.
fu)=4i-3i=1,2,..,n
fw)=4i-1i=12,..,n
fluuip) =4;i=1,2,...,n—1.
f(unpuy) = 4n.
fuv,) =4i—2i=1,2,..,n

Dapat diidentifikasi bahwa setiap sisi yang berisisian dengan titik yang sama memiliki label yang tidak relatif prima, sehingga
fungsi f memenunhi kaidah pelabelan komposit. Terbukti bahwa graf matahari S,, dengann > 3 merupakan graf komposit.m
Gambar 10 merupakan contoh pelabelan komposit pada graf matahari Si.

Gambar 10. Pelabelan komposit pada graf matahari S



6.  Graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,)

Graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,) dibangun dari graf siklus C,, dan graf bintang S,,, dengan
cara menduplikasi graf bintang S,,, sebanyak n kali dan menempelkan masing-masing titik pusat (titik berderjat m) graf bintang
pada setiap titik pada graf siklus C,, . Titik dan sisi pada graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,) dinotasikan
sebagai berikut.

V(Cy & Sp) = {usi € [Lnl}u{v);i€[Lnl;j € [1,m]}
E(C, > Sy) ={wu, ;i€ [l,n—11} U {uyu U {uiv]-i; ie[1,n];jell, m]}
Gambar 11 merupakan contoh penotasian titik dan sisi pada graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,).

Gambar 11. Penotasian titik dan sisi pada graf C,, = S,
Teorema 6. Graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,) dengan n = 3 dan m = 2 merupakan graf
komposit.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,) dengann = 3 danm = 2
merupakan graf komposit yaitu dengan membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan komposit pada graf
tesebut. Definisikan fungsi bijektif f: V (C,, = S,) U E(C, = S,,) = {1, 2, ..., 2(n + mn} sebagai berikut.
f)=2i—-1i=1,2,..,n
fW)=2+j+mi-m)-1Li=12.,nj=12.,m
fluuip) =2ii=1,2,...,n—1.
f (unu'l) = 2n.
fluv))=2+j+mi-m)i=12.,nj=12.,m
Berdasarkan fungsi f diketahui bahwa setiap sisi yang bersisian dengan titik yang sama memiliki label yang tidak relatif prima,
sehingga fungsi f memenuhi kaidah pelabelan komposit. Terbukti bahwa graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang
(C, > S,;,) dengann = 3 danm > 2 merupakan graf komposit.m
Gambar 12 merupakan contoh pelabelan komposit pada graf Cs & S;.

Gambar 12. Pelabelan komposit pada graf Cs = S5
SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dapat disimpulkan bahwa graf bull, graf net, graf cricket, graf peach, graf matahari, dan
graf hasil operasi comb graf siklus dan graf bintang (C,, = S,,,) merupakan graf komposit. Peneliti lain dapat mengembangkan



pelabelan komposit pada kelas graf lain atau aplikasi pelabelan komposit dalam kehidupan sehari-hari seperti dalam kriptografi
ataupun yang lainnya.
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