LOMBA DAN SEMINAR MATEMATIKA XXXIII

Pelabelan L(2, 1) pada Beberapa Kelas Graf Pohon

Hafif Komarullah!, Mifdati Afifah?, Pudji Rahmawati?
Universitas Al Falah As Sunniyah, Indonesia
E-mail: hafififad@gmail.com

Abstrak— Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis nilai minimum span pada beberapa kelas graf pohon. Graf pohon yang
dikaji dalam paper ini adalah graf sapu, graf sapu diperumum, graf ilalang, dan By, 1, Oy, Sm. Pelabelan L(2,1) adalah salah
satu tipe pelabelan dengan domain berupa titik yang didefinisikan sebagai fungsi yang memetakan titik-titik dalam graf dengan
bilangan bulat non-negatif, dengan ketentuan bahwa untuk setiap dua titik yang terpisah oleh jarak satu, selisih labelnya harus
minimal dua, dan untuk setiap dua titik yang terpisah oleh jarak dua, selisih labelnya harus minimal satu. Konsep pelabelan
L(2,1) berfokus pada penentuan nilai minimum dari label terbesar (nilai minimum span) yang dilambangkan dengan 4, ;.
Metode yang digunakan untuk mendapatkan nilai minimum span adalah studi literatur, deskriptif aksiomatik, dan pendeteksian
pola. Dalam paper ini, diperoleh bahwa nilai minimum span pada graf sapu (B, ), graf sapu diperumum (GBRy, , ), dan
B1,m®ypyu, Sm @dalah m + 2, sedangkan nilai minimum span graf ilalang (S,,,) adalahn + 1.

Kata kunci: Pelabelan graf, Pelabelan L(2, 1), Nilai minimum span
PENDAHULUAN

Teori graf adalah salah satu bidang dalam matematika yang memiliki berbagai penggunaan dalam aktivitas sehari-hari. Graf
G secara matematis adalah pasangan himpunan tak kosong V' (G) yang disebut sebagai titik, dan himpunan sisi £ (G) yang boleh
kosong dari pasangan tak terurut titik-titik dalam V (G) (Wallis, 2001). Leonhard Euler adalah ilmuan pertamayang menggunakan
teori graf untuk menyelesaikan persoalan. Berdasarkan misteri Jembatan Konigsberg, apakah ada kemungkinan untuk
menemukan suatu rute di sepanjang tujuh jembatan yang melintasi sebuah sungai bercabang yang mengalir melalui sebuah pulau,
dengan syarat hanya melintasi masing-masing jembatan satu kali untuk kembali ke tempat pemberangkatan awal. Leonhard Euler
memecahkan masalah ini dengan menggambarkan daratan dengan titik dan jembatan dengan sisi. Dalam penemuan tersebut,
Euler menyatakan bahwa untuk melintasi semua jembatan hanya sekali dan kembali ke titik awal, graf yang digunakan haruslah
graf Euler, yakni graf yang memiliki sirkuit Euler. Selain itu, menurut Euler, syarat untuk adanya sirkuit Euler adalah setiap titik
harus memiliki derajat genap. Graf yang menggambarkan persoalan Jembatan Kénigsberg memiliki titik-titik dengan derajat
ganjil, sehingga tidak memungkinkan untuk menyeberangi semua jembatan sekali dan kembali ke titik semula (Ali dkk, 2021).
Sejak pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736, topik teori graf terus berkembang hingga saat ini, salah satunya adalah topik
pelabelan graf. Sadlacek adalah penggagas pelabelan graf yang didefinisikan sebagai pemetaan elemen-elemen graf (titik, sisi,
atau keduanya) ke bilangan bulat tak negatif dengan syarat-syarat tertentu (Chartrand, 1977). Hingga saat ini, lebih dari 200 jenis
pelabelan graf telah dipelajari dan dipublikasikan di lebih dari 3000 paper (Gallian, 2022). Terdapat tiga jenis pelabelan graf yang
dibedakan menurut domainnya, yaitu pelabelan titik (dengan domain berupa titik), pelabelan sisi (dengan domain berupa sisi), dan
pelabelan total (dengan domain yang mencakup titik dan sisi). (Julaeha dkk, 2017).

Penerapan konsep pelabelan graf memiliki fungsi yang sangat krusial, seperti halnya dalam penentuan frekuensi radio
(Griggs & Yeh, 1992), kriptografi (Prihandoko dkk., 2019), kristalografi (Kumar & Vats, 2020), jaringan komunikasi (Prasanna
dkk., 2014), dan komputer sains (Vinutha & Arathi, 2017). Penentuan frekuensi pada setiap pemancar radio yang berdekatan
merupakan salah satu kasus dari penerapan pelabelan graf. Pemancar radio yang berdekatan harus diberikan frekuensi yang
berbeda. Griggs dan Yeh pada tahun 1992 merupakan yang pertama kali merencanakan penggunaan angka bulat non negatif
sebagai representasi untuk saluran radio. Ide pelabelan titik dengan jarak minimal dua diajukan oleh Griggs dan Yeh di tahun yang
sama. Konsep ini muncul dari perubahan pada masalah penentuan frekuensi yang telah dibahas oleh Hale pada tahun 1980. Agar
tidak terjadi tumpang tindih frekuensi, sejumlah pemancar perlu menggunakan frekuensi yang berbeda. Untuk mencegah tumpang
tindih frekuensi, dua pemancar yang berdekatan harus diberi saluran yang tidak sama, dan dua pemancar yang dekat harus
memiliki saluran dengan perbedaan minimal dua. Graf menunjukkan masalah ini dengan transmitter menjadi titik dan sisi
merepresentasikan hubungan dua transmitter. Pelabelan L(2,1) kemudian dipublikasikan oleh Griggs dan Yeh.

Misalkan G adalah sebuah graf sederhana yang terhubung dengan himpunan titik (VV(G)) dan himpunan sisi (E(G)).
Pelabelan L(2,1) pada graf G merupakan sebuah fungsi f: V(G) — {0,1,..., k} yang memenuhi syarat bahwa setiap dua titik
yang berjarak satu harus memiliki perbedaan label minimal dua dan setiap dua titik yang berjarak dua harus memiliki perbedaan
label minimal satu (Griggs & Yeh, 1992). Jarak antara titik u dan titik v dalam graf terhubung G adalah jarak lintasan terpendek
antara kedua titik tersebut, yang dilambangkan dengan d (u, v) (Budayasa, 2007). Label maksimum dari pelabelan L(2,1) pada
graf G disebut span(G). Jelas bahwa setiap graf G memiliki lebih dari satu span, sehingga kajian pelabelan L(2,1)
mengutamakan pencarian nilai minimum dari span tersebut, yang dilambangkan dengan 4, 1 (G) (Shao dkk., 2008).

Beberapa kelas graf telah dianalisis nilai minimum spannya oleh beberapa peneliti sebelumnya. Nilai minimum span pada
graf siklus C,, dan graf lintasan P, masing-masing adalah 4. Nilai minimum span pada graf bintang S,, dan graf roda W,, masing-
masing adalah n + 1 (Griggs & Yeh, 1992). Graf Sierpinski (S,, ,,,) denganm = 2 danm = 3 memiliki nilai minimum span
sama dengan 4 (Sagala & Susiana, 2017). Graf Lollipop (L, ,) dan graf pendulum (B¥) memiliki nilai minimum span berturut-
turut sebesar 2m — 1 dan k + 1 (Umam dkk., 2022). Hasil pelabelan L(2,1) yang lain dapat dilihat pada (Fatimah dkk., 2016),
(Aminulloh & Afif, 2019), (Halikin & Komarullah, 2022), (Komarullah dkk., 2022), dan (Komarullah, 2023).



Pada paper ini, peneliti menganalisis nilai minimum span pada beberapa kelas graf pohon. Kelas-kelas graf pohon yang
dimaksud dalam paper ini adalah graf sapu, graf sapu diperumum, graf ilalang, dan graf B, ;, Oy, ., Sm- Sebelum membahas
lebih lanjut, peneliti menyajikan beberapa definisi, lemma, dan teorema yang digunakan dalam paper ini.

Definisi 1. (Wijaya & Baskoro, 2015, Operasi Identifikasi Titik)

Identifikasi titik dari graf G; dan G, pada titik-titik « € V(G,) dan v € V(G,) yang dilambangkan dengan (G; ®., G2)
menghasilkan graf G yang diperoleh dengan melekatkan titik-titik « dan v. Dengan demikian, graf G memiliki (|V (G,)| +
[V (Gy)| — 1) titikdan (|E(G,)| + |E(Gy))) sisi.

Definisi 2. (Komarullah dkk., 2022, Operasi Amalgamasi titik)

Amalgamasi dari m salinan G padaftitik tetap v, € V(G), dinotasikan dengan Amal (G, v,, m), adalah graf yang diperoleh dari
m salinan G dengan cara mengidentifikasikan m salinan G pada titik tetap v, .

Lemma 1. (Lum, 2007)

Jika H adalah sebuah subgraf dari G, maka A, ; (H) < 4, (G).

Lemma 2. (Griggs & Yeh, 1992)

Misalkan S,, adalah sebuah graf bintang dengann > 2, maka 1, 1(S,) = n + 1.

METODE

Penelitian ini tergolong penelitian eksploratif dimana hasil dari penelitian ini dimaksudkan untuk menambah wawasan baru
dan memperkaya literatur khususnya dalam topik pelabelan graf. Dalam memperoleh nilai minimum span pada suatu graf,
dilakukan langkah-langkah sebagai berikut.

1. Studi literatur melalui berbagai sumber seperti jurnal, buku atau sumber lainnya yang berkaitan dengan pelabelan L(2,1).

2. Menentukan kelas graf yang akan dianalisis nilai minimum spannya, kelas graf dalam penelitian ini yaitu graf sapu, graf sapu
diperumum, graf ilalang, dan graf B1;, 1, © ygu,, Sim-

3. Melakukan penotasian pada titik dan sisi serta melakukan percobaan pelabelan L(2,1) pada graf-graf yang telah dipilin
kemudian dianalisis dengan metode deskriptif aksiomatik dan pendeteksian pola.

4.  Pola-pola yang diperoleh disusun ke dalam teorema-teorema dan dibuktikan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini, penulis menyajikan teorema-teorema tentang nilai minimum dari rentang pada graf sapu, graf sapu

diperumum, graf ilalang, dan B7;, , ©y, ., Sim - Hasil dan pembahasan disajikan sebagai berikut.
1. Grafsapu

Graf sapu dengan order m + n dinotasikan dengan Br,,,, adalah sebuah graf yang dibangun dengan mengidentifikasikan
titik pusat dari graf bintang S,, (titik dengan derajat terbesar) dengan salah satu titik ujung dari graf lintasan B,, . Titik dan sisi pada
graf sapu B, ,,, dinotasikan sebagai berikut.
V(Btym) = {w;i € [L,n]} U {v;j € [0,m]}
E(Btym) = {wwir1;i € [1,n — 113 U {vouy, vov;;j € [1,m]}.
llustrasi dari graf notasi himpunan titik dan himpunan sisi pada graf sapu dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf sapu B,
Teorema 1. Misalkan Br;, ,,, adalah graf sapu denganm = 2 dann = 2,4, ,(B7,,,) = m + 2.
Bukti. Misalkan Br;, ,,, adalah sebuah graf sapu denganm > 2 dann > 2. Pertama akan dibuktikan bahwa A, 1 (B7;, ) =
m + 2. Pandang bahwa graf bintang S,,,,, adalah subgraf dari graf sapu B, ,,,, maka berdasarkan Lemma 1, didapatkan
A21(BTym) = A31(Sm+1) = m + 2. Jadi, terbukti bahwa A, 1 (B7, ) = m + 2.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A, ; (B7;, ,,) < m + 2 dengan mengkonstruksi pelabelan L(2,1) pada graf sapu
BT, - Definisikan fungsi f: V (B, ) — {1,2, ..., m + 2} sebagai berikut.

(0 ;j=0,
f(vj) = {j +1;j=12,..,m

m+2;i=1,
;=2

;=3

;i =1mod 3dani # 1,
;i =2mod3dani # 2,
;i1 =0mod 3dani # 3.

flu) =
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Berdasarkan fungsi di atas, dapat dianalisis bahwa untuk setiap dua titik yang berjarak satu, perbedaan labelnya setidaknya
dua, sementara untuk dua titik yang berjarak dua, perbedaan labelnya minimal satu. Jadi, dapat dibuktikan bahwa A, 1 (B1;, ,,,) <
m + 2. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa A, ; (B7;, ,) = m + 2.1
Gambar 2 adalah contoh pelabelan L (2,1) pada graf sapu Brs 5.
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Gambar 2. Pelabelan L(2,1) pada graf sapu (Br3,5)
2. Graf sapu diperumum
Graf sapu diperumum (GBRy, ,, ) diperoleh dengan menyisipkan x — 1 titik pada setiap sisi v,v; dengan vov; €
V (BT, ). Graf sapu diperumum isomorfis dengan graf hasil identifikasi titik dari graf lintasan (B, ) dan Amal(P,, v, m). Titik
dan sisi pada graf sapu diperumum (GBR,, ., ) dinotasikan sebagai berikut.

V(GBrym,) = {ui € [Ln]} U {vo} U {v);j € [1,m]; k € [1,x]}.
E(GBrnymx) ={wu,,;i€[l,n—-13 U {voul,vovf,v,fv,{,rl;j E[l,m;ke[l,x— 1]}.
llustrasi notasi himpunan titik dan himpunan sisi pada graf sapu diperumum dapat dilihat pada Gambar 3.

Gambar 3. Penotasian titik dan sisi pada graf sapu diperumum (GBR,, ,..)

Teorema 2. Misalkan GBR,, ., adalah graf sapu diperumumdenganm > 2,n > 2,danx = 2,4, ,(GBRym,) = m + 2.
Bukti. Pertama akan ditunjukkan bahwa 4, ; (GBRy, ,, ) = m + 2. Pandang bahwa graf sapu B, ,,, adalah subgraf dari graf
sapu diperumum, sehingga berdasarkan Lemma 1 didapatkan A, ; (GBRy, ) = Az_l(BRn_m) = m + 2. Terbukti bahwa
221(GBRy ) = m + 2.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa A, ; (GBRy, ) < m + 2 dengan mengkonstruksi pelabelan L(2,1) pada sebuah
graf sapu diperumum. Definisikan fungsi f: V (GB1;, n, ) — {1,2, ..., m + 2} sebagai berikut.
f(vo) =0
j+1 ;j=12,..mk=1,
m+2;j=12,..m—-1k=2,
2 s j=mk =2,
f(v,{)=<0 ;j=12,..,mk =3mod 4,
3 ;7 =1,2,...,m;k = 0mod 4,
1 ;j=12,...,mk=1mod 4;k # 1,
\ 4 ;7 =12,...,m;k =2mod 4; k + 2.

m+2;i=1,
3 i1 =2,
flu)=+<0 ;i = 0mod 3,
2 ;i=1mod3dani # 1,
4 ;i =2mod3dani # 2.

Dengan mudah dapat dibuktikan bahwa setiap dua titik dengan jarak satu memiliki selisih label minimal dua, dan setiap dua
titik pada jarak dua memiliki selisih label minimal satu. Jadi, terbukti bahwa A, ; (GBR,, ;) < m + 2. Oleh karena itu, dapat
disimpulkan bahwa A, 1 (GBR, ) = m + 2.m
Gambar 4 adalah contoh dari pelabelan L(2,1) pada graf sapu diperumum.



Gambar 4. Pelabelan L (2,1) pada graf sapu diperumum (GB35, )
3. Grafllalang
Graf ilalang S,, ,,, adalah sebuah graf yang dibangun dari operasi penggabungan m salinan graf bintang yang diidentifikasi
pada titik yang berderajat satu. Titik dan sisi pada graf ilalang S,, ,,, dinotasikan sebagai berikut.
V(Sum) = {uo} U {v!;i € [0,m]; € [1,n]}
E(Spm) = {uovd;j € [1,n]} U {vivk k = j;j € [1,n];i € [1,m]}.
Sebagai ilustrasi dari notasi himpunan titik dan himpunan sisi pada graf ilalang dapat dilinat pada Gambar 5.
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Gambar 5. Penotasian titik dan sisi pada graf ilalang S, .,

Teorema 3. Misalkan S,, ,,, adalah grafilalang dengann > 2 danm < n — 2,2, 1(Spm) =n + 1.
Bukti. Perhatikan bahwa graf bintang adalah subgraf dari graf ilalang, sehingga berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh
A21(Spm) = A21(S,) = n + 1. Terbukti bahwa batas bawah dari nilai minimum span pada graf jerami S, ,,, dengann > 2
danm < n — 2 adalahn + 1.

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa A, 1 (S, ) < n + 1 dengan mengkonstruksi pelabelan L(2,1) pada graf ilalang.
Definisikan Misalkan f: V (S, 1n) = {1,2, ..., n + 1} sebagai berikut.
flug) =n+1
fW)=j-1j=12..,n
untukj = 1danj =2
fw)=j+ii=12..,m
Untukj = 3,4, ...,n

INAS ii=1,2,..,m—j+2,

KW)_t+j—m+0;i=m—j+&m—j+¢mm

Dengan mudah dapt ditunjukkan bahwa fungsi tersebut memenuhi kaidah pelabelan L(2,1). Jadi, A, 1 (S 1n ) < n + 1.
Karenad, 1 (Spm) =n+1dand,; (Spm) <n+1,makad,(Sp,) =n+1.m
Gambar 6 adalah contoh pelabelan L(2,1) pada graf ilalang.
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Gambar 6. Pelabelan L(2,1) pada graf ilalang (S 5)

Pada graf ilalang S;, ,, peneliti belum mendapat fungsi pelabelan untuk m > n + 2.
Masalah Terbuka. Tentukan nilai minimum span pada graf ilalang S, ,,, dengann > 2 danm < n — 2.
4. Graf Bty mOypyu, Sm
Graf B1y,1n Oygu,, Sm adalah graf hasil identifikasi titik dari graf sapu B, ,,, dan graf bintang S,,, dengan menempelkan titik
pusat graf bintang pada titik u,, € B, ,,,. Titik dan sisi pada graf B7;, , © ., S dinotasikan sebagai berikut.
V(Btm) = {w;i € [1,n]}u {vj,wk;j,k € [1,m]}.
E(Btym) = {wiuiry;i € [1L,n — 113 U {uyv; uywy; j, k € [1,m]}.
lNustrasi notasi himpunan titik dan himpunan sisi pada graf B, ,,, © ., Sm dapat dilinat pada Gambar 7.

Gambar 7. Penotasian titik dan sisi pada graf B, ,, Oy, Sm
Teorema4. Untuk setiapn > 4 danm > 2,2, 1 (Bt mOpyu, Sm) = m + 2.
Bukti. Perhatikan bahwa graf sapu adalah subgraf dari graf B7;, ;,©ygy, Sm- Berdasarkan Lemma 1 diperoleh
221 (BT mOupgu,Sm) = 421 (BT ) = m + 2. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 4, 1 (BT, Opgu,Sm) < m + 2
dengan mengkonstruksi pelabelan L(2,1) pada graf B7;, Oy, Sm- Definisikan f:V (B1, m Opgu, Sm) = {1,2, ..., m +
2} sebagai berikut.

_ (0 ;j=0,
f(v) = {j +1;j=12,..,m
Kasusn = 1 mod 3



fm+2,1—1,

1 =2,
3 =3,

flu) = 0 ;i =1mod 3dani # 1,
2 ;i =2mod3dani # 2,

;i =0mod 3dani # 3.
m+2 sk =2,
fw) = k+1 ik =13,4,..,m
Kasusn = 2 mod 3

m+2;i=1,n
1 ii=2,
)3 ;i =3,
FUd =30  li=1mod3dani#1,
2 ;i=2mod3,i # 2,dani #n
4 ;i =0mod3dani # 3,

fw)=kk=12,..,m
Kasusn = 0 mod 3

m+2;i =1,n,
1 =2,
3 =3,
fwd =30  i=1mod3dani=1,
;i =2mod3dani # 2,
k4 ;i=0mod 3,i # 3,dani # n.

1 i k=1,2,
fwi) = {k+1 ik =3,4,..,m
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa fungsi f memenuhi kaidah pelabelan L(2,1), sehingga
22,1 (BT m @y, Sm) < m + 2. Terbukti bahwa A, 1 (BT, 1 @y, Sm) = m + 2. W
Sebagai contoh dari pelabelan L (2,1) pada graf B7;, ;,, @y, Sm dapat dilihat pada Gambar 8, Gambar 9, dan Gambar 10.

Gambar 10. Pelabelan L (2,1) pada graf B s Oy, Ss
Gambar 8 merupakan contoh pelabelan L(2,1) pada graf B1;, p, © gy, Sm Untuk n = 1 mod 3. Gambar 9 merupakan
contoh pelabelan L(2,1) pada graf Br, ;, Oy,y,, Sm Untuk n = 2 mod 3. Gambar 10 merupakan contoh pelabelan L(2,1)
pada graf B7;, 1, Oy, Sm Untuk n = 0 mod 3.

KESIMPULAN



Berdasarkan pembahasan di atas, didapatkan bahwa nilai minimum span pada graf sapu B, ,,, dengan m = 2 dann >
2 dan graf sapu diperumum GBT;, ,,, _denganm = 2,n = 2,danx > 2 masing-masing sama denganm + 2. Nilai minimum
span pada graf ilalang Sy, ,,, dengan n > 2 dan m < n — 2 adalah n + 1. Nilai minimum span pada graf B, , Oy, Sm
adalah m + 2. Saran untuk penelitian selanjutnya yakni, menganalisis nilai minimum span pada graf ilalang S,, ,,, denganm >
n — 2 atau pada kelas graf lain yang belum diteliti.
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