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Abstrak— Teori graf merupakan salah satu topik matematika yang terus berkembang hingga saat ini, salah satu topik yang
dikembangkan adalah pelabalen graf. Pelabelan graf memiliki banyak terapan dalam kehidupan sehari-hari, seperti penentuan
frekuensi radio, kriptografi, kristalografi, jaringan komunikasi, dan komputer sains. Hingga saat ini pelabelan graf terdiri dari
berbagai jenis seperti pelabelan L(2,1), pelabelan prima, dan pelabelan jumlah ganjil-genap. graf G(V, E) dengan order p dan
ukuran gq dikatakan graf jumlah ganjil-genap jika terdapat fungsi injektif f:V(G) - {£1, 13, ..+ (2p — 1)} sedemikian
sehingga fungsi sisi terinduksi f*: E(G) — {2,4, ...,2q} yang didefinisikan oleh fungsi f*(uv) = f(u) + f(v), Vuv € E(G)
merupakan fungsi bijektif. Dalam penelitian ini, peneliti menunjukkan bahwa graf sapu, graf sisir, graf hasil identifikasi titik
dua graf bintang homogen, dan graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan merupakan graf jumlah ganjil-genap.
Dalam menunjukkan graf sapu, graf sisir, graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen, dan graf hasil identifikasi titik
graf sapu dan graf lintasan merupakan graf jumlah ganjil-genap, peneliti menggunakan metode deskriptif aksiomatik dan
metode pendeteksian pola.

Kata kunci: Pelabelan graf, pelabelan jumlah ganjil-genap, graf pohon.

PENDAHULUAN

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang terus berkembang hingga saat ini. Teori graf pertama kali
diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 (Marr & Denis, 2013). Euler menggunakan teori ini untuk menyelesaikan
masalah Jembatan Konisberg dengan membuktikan bahwa setiap orang tidak dapat melewati setiap jembatan tepat sekali jika
mereka ingin melaluinya dan kembali ke tempat awal pemberangkatan mereka. Dalam memecahakan permasalahan Jembatan
Konisberg, Leonhard Euler merepresentasikan daratan dengan titik dan jembatan dengan sisi (Manolopoulos, 2024).

Secara matematis graf biasanya dinotasikan G (V (G), E (G)) Yaitu pasangan himpunan tak kosong V (G) yang disebut
dengan titik dan himpunan sisi E (G) yang boleh kosong dari pasangan tak terurut titik-titik dalam V () (Chartrand, 1977). Teori
graf terus berkembang hingga saat ini, salah satunya adalah topik pelabelan graf yang pertama kali dikenalkan pada tahun 60-an.
Pelabelan graf merupakan pemetaan anggota-anggota graf ke bilangan bulat dengan syarat-syartat tertentu (Gallian, 2022). Selama
bertahun-tahun, lebih dari 200 jenis pelabelan graf telah dikembangkan (Komarullah dkk., 2022). Pelabelan graf memiliki banyak
terapan dalam kehidupan sehari-hari, seperti penentuan frekuensi radio (Griggs & Yeh, 1992), kriptografi (Prihandoko dkk., 2019),
kristalografi (Kumar & Vats, 2020), jaringan komunikasi (Prasanna dkk., 2014), komputer sains (Vinutha & Arathi, 2017), dan
jaringan biologi (Pavlopoulos dkk., 2011).

Berdasarkan domainnya, pelabelan graf dibagi menjadi tiga yaitu pelabelan titik (domain berupa titik), pelabelan sisi
(domain berupa sisi), dan pelabelan total (domain berupa titik dan sisi). Contoh dari pelabelan titik adalah pelabelan L(2,1)
(Griggs & Yeh, 1992), pelabelan koprima (Berliner dkk., 2016), pelabelan jumlah ganjil-genap, dan lain-lain. Contoh pelabelan
sisi adalah pelabelan sisi relatif prima (Janani & Ramachandran, 2022), pelabelan sisi koprima (Janani & Ramachandran, 2023),
dan lain-lain. Pelabelan jumlah ganjil-genap merupakan jenis pelabelan total yang di perkanalkan oleh Monika & Murugan (2017).
Misalkan sebarang graf G = (V, E) dengan |V (G)| = p yang disebut order dan |E(G)| = q yang disebut ukuran. Pelabelan
jumlah ganjil genap didefinisikan oleh fungsi injektif f: V(G) — {+1, £3, ... £ (2p — 1)} sedemikian sehingga fungsi sisi
terinduksi f*: E(G) — {2,4, ...,2q} yang didefinisikan oleh fungsi f*(uv) = f(u) + f(v), Vuv € E(G) merupakan
fungsi bijektif (Monika & Murugan, 2017). Graf yang dapat dilabeli dengan pelabelan jumlah ganjil genap disebut graf jumlah
ganjil-genap. Pelabelan jumlah ganjil-genap hanya dapat diterapkan pada graf tidak berarah, graf sederhana (graf yang tidak
memuat sisi ganda), dan graf berhingga (graf yang memiliki titik dan sisi berhingga) (Monika & Murugan, 2017). Sisi ganda graf
adalah dua atau lebih sisi yang menghubungkan dua titik yang sama (Wallis, 2001).

Beberapa peneliti terdahulu telah melakukan penelitian pelabelan jumlah ganjil-genap pada beberapa kelas graf. Monika &
Murugan (2017) menunjukkan bahwa graf lintasan (B,), graf bintang (Sy,,,), graf bistar (B, ), dan graf pohon kelapa
merupakan graf jumlah ganjil genap. Monika & Murugan (2018) menunjukkan beberapa graf hasil duplikasi dari graf roda dan
graf lintasan merupakan graf jumlah ganjil-genap. Kaneria dkk. (2018) menunjukkan bahwa graf siklus C,, dengan n =
0 mod 4, graf K,,, ,, oraf grid, graf caterpillar, dan graf splitting adalah graf jumlah ganjil-genap. Nurhakim & Harianto (2020)
menunjukkan bahwa graf jellyfish dan graf mushroom juga merupakan graf jumlah ganjil-genap. Monika & Murugan (2021)
menunjukkan bahwa beberapa graf tak terhubung merupakan graf jumlah ganjil-genap. Hasil lain dapat dilihat pada (Monika dkk.,
2022).

Berdasarkan penelitian sebelumnya, dalam penelitian ini dianalisis pelabelan jumlah ganjil-genap pada beberapa kelas graf
pohon (graf tidak memuat siklus), graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen, dan graf hasil identifikasi titik graf sapu
dan graf lintasan. Identifikasi titik dari graf G dan H padatitik x € V(G) dan y € V(H) dinotasikan dengan (G Oy H )
menghasilkan graf baru yang didapat dengan menempelkan titik x dan y sedemikian sehingga graf baru tersebut memiliki
(V)| + |V(H)| — 1) titikdan (|E(G)| + |E (H)]) sisi (Borowiecka-Olszewska dan Hatuszczak, 2013). Dalam penelitian



ini graf pohon yang dimaksud adalah graf sapu dan graf sisir, sedangkan graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen
diperoleh dengan menempelkan salah satu titik anting (titik berderajat satu) dari masing-masing graf bintang sehingga
menghasilkan graf (Sm Ou,vy, 51,n)- Graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan diperoleh dengan menempelkan
titik u, pada graf sapu dan titik w, pada graf lintasan. Graf lintasan dinotasikan dengan P,, adalah graf terhubung sederhana yang
dibangun oleh n titik dalam satu lintasan dengan panjang n — 1 (Hartsfield & Ringel, 2003).

METODE

Penelitian ini dikategorikan sebagai penelitian eksploratif yang bertujuan untuk mengembangkan
pengetahuan baru dan memperluas literatur terkait dengan pelabelan graf, terutama pelebelan jumlah ganjil-genap.
Dalam mendapatkan fungsi pelabelan jumlah ganjil-genap digunakan beberapa metode berikut.

1. Deskriptif aksiomatik yaitu dengan mengkaji definisi, lemma, atau teorema sebelumnya terkait dengan
pelabelan jumlah ganjil-genap.

2. Pendeteksian pola yaitu dengan menganalisis pola pelabelan dari order tertentu untuk menentukan fungsi
pelabelan jumlah ganjil-genap secara umum dari graf yang diteliti.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini dipaparkan hasil dan pembahasan tentang pelabelan jumlah ganjil genap pada graf sapu, graf sisir, graf hasil
identifikasi titik dua graf bintang homogen, dan graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan.
1. Grafsapu

Graf sapu dinotasikan dengan B, ,, merupakan graf berorder m + n + 1 dan ukuran m + n yang dibangun dari hasil
identifikasi graf lintasan P,, .., dan graf bintang S; ,,, dengan menempelkan titik pusat graf bintang (titik berderajat terbesar) ke
salah satu titik ujung pada graf lintasan (Ghosh dan Pal, 2015). Penotasian titik dan sisi pada graf sapu sebagai berikut.
V(Btym) = {w;i € [1,n]} U {v;;j € [0,m]}.
E(Brnlm) ={wup ;i €[lL,n—1}u {voul,vovj;j € [1,m]}.
llustrasi graf sapu dapat dilihat pada Gambar 1.

Gambar 1. Penotasian titik dan sisi pada graf sapu B, ,,,
Untuk mendapatkan fungsi pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sapu B, ,,, dilakukan dengan cara mencoba melabeli
graf sapu dengan order tertentu. Dalam hal ini dilakukan percobaan pada graf sapu BT, 5, BT 3, BT 4, B13 4, B14 4, dan Bty 4.
Sebagai contoh pendeteksian pola, dapat dilihat pada Gambar 2.
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Gambar 2. Proses pendeteksian pola pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sapu



Berdasarkan pendeteksian pola di atas, maka diperoleh sebuah teorema sebagai berikut.
Teorema 1. Untuk setiapm > 2 dann > 2, graf sapu (B, ,,) merupakan graf jumlah ganjil-genap.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf sapu (B, ,,,) merupakan graf jumlah ganjil-genap yaitu dengan membangun fungsi
pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Misalkan order dari graf B, ,,, dinotasikan dengan p, maka
fungsi injektif £: V(B1,m) = {£1,£3, ...+ (2p — 1)} sebagai berikut.
-1 ;j=0,
f(v)= {21' +1;j=1,2,..,m.
2p —i ;iganjil,
flw) = {—(i + 1); i genap.
Jika f* merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari f, maka
f(vov;) =2j;j=1,2,..,m.
frwowy) = 2(p — 1).
ffuyu) =2p—i—-1)i=1,2,..,n—1.
Dengan mudah dapat diidentifikasi bahwa fungsi f dan f* memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Terbukti
bahwa graf sapu B, ,,, merupakan graf jumlah ganjil-genap.m
Untuk memperjelas Teorema 1, diberikan contoh pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sapu Brs ¢ yang dapat dilihat
pada Gambar 3.

Gambar 3. Pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sapu Brs ¢

2. Grafsisir (comb)

Graf sisir dinotasikan dengan Cb,, adalah graf berorder 2n + 1 yang dibangun dari identifikasi titik graf lintasan P, dan
graf ulat teratur berderajat dua yang secara matematis ditulis dengan P, ®,,,, C4 1. Identifikasi titik dilakukan dengan
menempelkan salah satu titik P, dengan salah satu titik berderajat dua pada graf ulat teratur C, ; (Dhanalakshmi dan Parvathi,
2018). Penotasian titik dan sisi pada graf sisir sebagai berikut.

V(Ch,) = (o} U{u;i=1,2,...n3u{v;j=12,..,n}
E(Chy) = {vov1} U {vjvj41;j € [Ln = 1} U {wvj;i = j;1,j € [1,n]}.
llustrasi graf sisir C b,, dapat dilihat pada Gambar 4.
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Gambar 4. Penotasian titik dan sisi pada graf sisir C b,,
Untuk mendapatkan fungsi pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sisir C b,, dilakukan dengan cara mencoba melabeli

graf sisir dengan order tertentu. Dalam hal ini dilakukan percobaan pada graf sisir Ch,, dengan n = 2, n = 3, dan n =
4. Sebagai contoh pendeteksian pola pada graf sisir, dapat dilihat pada Gambar 5.
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Gambar 5. Proses pendeteksian pola pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sisir
Berdasarkan pendeteksian pola di atas, maka diperoleh sebuah teorema sebagai berikut.
Teorema 2. Untuk setiapn > 2, graf sisir (Cb,,) merupakan graf jumlah ganjil-genap.
Bukti. Dengan cara yang sama, untuk menunjukkan bahwa graf sisir (Cb,,) merupakan graf jumlah ganjil-genap yaitu dengan
membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Misalkan order dari graf Cb,, dinotasikan
dengan p, maka fungsi injektif /: V(Cb,) — {x1,13, ...+ (2p — 1)} sebagai berikut.

_{J ;J ganjil,
1(v) = {210 —j — 1;j genap.

_ (3 ; i ganjil,
fluw) = {3i — 2p + 1;i genap.

Jika f* merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari f, maka
fr(wv) =2j;i =
fr(vvs)=20—j—1)5j=012,..,n—1.
Dapat ditunjukkan bahwa fungsi f dan f* memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Terbukti bahwa graf sisir
(Cb,,) merupakan graf jumlah ganjil-genap. m
Sebagai contoh, Gambar 6 adalah pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sisir Cbs.
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Gambar 6. Pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sisir Cbs

3. Graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen

Graf bintang S, ,, adalah graf terhubung sederhana berorder nn + 1 yang dibangun dengan menduplikasi graf lintasan P,
sebanyak n Kali dan selanjutnya menempelkan salah satu ujung dari setiap graf lintasan P, menjadi satu. Graf bintang S; ,,
memiliki n titik berderjat 1 dan satu titik berderajat n (Latifi, 2007). Graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen diperoleh
dengan menempelkan salah satu titik anting (titik berderajat satu) dari masing-masing graf bintang sehingga menghasilkan graf
(81,0 Oy, S1n)- Penotasiantitik dan sisi pada graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (S, , ®.,,v,, S1,) sebagai
berikut.
V(S0 Oupo, Sin) = i1 =0,1,..,n—13u{w}u{u;j=0,1,..,n—1}.
E(S10 Oupy S1n) = oW, v = 0,1, ...,n — 13U {uow, uou;;j = 0,1,...,n — 1}.

llustrasi penotasian titik dan sisi pada graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (S; , ®y,,v,, S1,,) dapat dilihat

pada Gambar 7.
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Gambar 7. Penotasian titik dan sisi graf (S, , @y,v,, S1.n)



Untuk mendapatkan fungsi pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen
(SL,1 Ou,vy, Sm) dilakukan dengan cara mencoba melabeli graf tersebut dengan order tertentu. Dalam hal ini metode
pendeteksian pola pada graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (Sl,n Ou,vy, Sl,n) dilakukan padan = 2,n = 3,
dann = 4. Sebagai contoh pendeteksian pola pada graf S ,, ©x,,v,, S1,», dapat dilihat pada Gambar 8.
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Gambar 8. Proses pendeteksian pola pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf Sy ,, ©y,,v,, S1,n

Berdasarkan pendeteksian pola di atas, maka diperoleh sebuah teorema sebagai berikut.

Teorema 3. Untuk setiapn > 3, graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (Sl_n (O, 51,n) merupakan graf jumlah
ganjil-genap.

Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (51_n Ou,p, Sl,n) merupakan graf
jumlah ganjil-genap yaitu dengan membangun fungsi pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Misalkan
order dari graf (Sy, Oy, v, S1,) dinotasikan dengan p, maka fungsi injektif £:V(B7,,,) = {+1,+3,..% (4n + 1)}
sebagai berikut.

fw) = {2i+1;i =12,.,n—1.
fw)=2n+1

1 ;7 =0,

flw) = {Z(n +))+1Lj=12.,n—1
Jika f* merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari f, maka
f*wev) =2i;i=1,2,..,n—1.
f*(vow) = 2n
f*(ugw) =2n+2
f*(uouj) =2n+j+1);j=12,..,n—1

Dapat diidentifikasi bahwa fungsi f dan f* memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Terbukti bahwa graf hasil
identifikasi titik dua graf bintang homogen (Slyn Ou,on, 51,n) adalah graf jumlah ganjil-genap.m



Contoh pelabelan ganjil-genap pada graf hasil identifikasi titik dua graf bintang homogen (Sm Oupvn 51,n) dapat dilihat
pada Gambar 7.
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Gambar 9. Pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf (51,8 Ougrg 51,8)

4. Graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan B7;, ,, ©y,w, P2
Misalkan titik u, pada graf sapu Br;, ,,, diidentifikasi dengan salah satu titik pada graf lintasan P, , maka akan menghasilkan
graf B7;, 1 Oy, w, P2 Penotasian titik dan sisi pada graf B, ,, O, w, P> sebagai berikut.
V(BTym Ouuw, P2) ={ui =1,2,.,n3u{w} U {v;j = 1,2, ...},
E(Brnlm Ouyw, PZ) = {uvo, uywy, Uil ;i =1,2,...,n —1} U {vovj;j =12, ...,m}.
Contoh graf B, ,, ©y,w, P, dapat dilinat pada Gambar 10.

Gambar 10. Graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan B7;, r, Oy, w, P2
Dengan cara yang sama, melalui metode pendeteksian pola pada graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan
BTy m Oy, w, P, dengann danm tertentu didapatkan sebuah teorema sebagai berikut.
Teorema 4. Untuk setigpm = 2 dann > 2, graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan B, ,,, Oy, w, P> merupakan
graf jumlah ganjil-genap.
Bukti. Untuk menunjukkan bahwa graf B1;, , ©y,,w, P, merupakan graf jumlah ganjil-genap yaitu dengan membangun fungsi
pelabelan yang memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Misalkan order dari graf B, ,,, ©,,,w, P, dinotasikan dengan
p, maka fungsi injektif f: V (B, ,,) = {£1,+3, ...+ (2p — 1)} sebagai berikut.
-1 ;j=0,
f(v)= {2]' +1;j=1,2,..,m
2p — i ;iganjil,

flu) = {—(i + 1); i genap.
flwy) =1

Jika f* merupakan pelabelan sisi yang diinduksi dari f, maka
f(vovy) = 2j
f*(wou) =2(p - 1)
ffuu) =2p—i—1)i=1,2,..,n—1.
fruw) =2p

Dengan mudah dapat diidentifikasi bahwa fungsi f dan f* memenuhi kaidah pelabelan jumlah ganjil-genap. Terbukti
bahwa graf B, ,,, ©y,w, P, merupakan graf jumlah ganjil-genap.m

Untuk memperijelas Teorema 4, diberikan contoh pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf hasil identifikasi titik graf sapu
dan graf lintasan B, ,, ©y,, w, P, dapat dilinat pada Gambar 11.
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Gambar 11. Pelabelan jumlah ganjil-genap pada graf sapu Brs ¢
SIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan diperoleh bahwa graf sapu B, ,,,, graf sisir Cb,,, graf hasil identifikasi titik dua graf

bintang homogen (51,n Oupvn 51,n), dan graf hasil identifikasi titik graf sapu dan graf lintasan (B, ;, O, w, P>) Merupakan
graf jumlah ganjil-genap.
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